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�������� �������� ����������� � ��� �� �	������ ��������
��������� ������ %� ������������� �� �����������
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������������� ���� ���������� ���������� �	������
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 ���������� ������� 0����
������������ �	���� ���� ����������# �������# ���������� 
��������� �� ���  ���� �	����� ����������# ���������� 
��������� ���������� ������� 1�� ������� ��������� �����#
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�
��# $�������� ���������� ������ �f : M → M � M ��������
������������� ��������� �
��# C = {M(1), ..., M(n)} : ��������
������� �������� M �����
��� ����������� %�������� M(i)
������� ������� �������� $�� ������� ������ i ��������
���������� C(i) �	���� ����� M(i) ������!�� � ��� ����� M(j) 
������� ��� ��������"�;

C(i) = {M(j)|M(j) ∩ �f(M(i)) �= ∅}. <7=

����������� >�7� ��� �
��� � ���� ������������� ���� 
��!"� n = |C| ���#� ci 	� $��� ����� ���#�� ci

����������
�� %&���� M(i) '��� ��� ()� *��#�� ci  cj ��%+���
������������� ������ '�
���) ci → cj ���  ������ ��� 
M(j) ∩ f(M(i)) �= ∅� ,�� 	���������� ���� � ��+������%
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����������� >�>� ��� ������������������ ck ���#� �����
G ��+������% ��	
����� 	
��� '� 	����� 	
���) ���
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-��?�� ������������ �	���� ���������� ���������� ���
����� ��� ������� ���������� �
�#� %�������� ����������
���?� �	���������� RV � $�� ���������� ���?�� ci  cj

������"��� &����������� ��� �
!����
�� ���������� �
�# 
�������!� �	� &� ���?���

%�������� ���?� ����� G ���������� V (G)� 2��������
������� G(L) � ���������� ���?� L ⊂ V (G)  ����������
��	�� ci → cj ��� ���?�� ci  cj ���������� L� @
���
������# ��� L ���������� ��������� ��� ��� ������ ���?��
ci ∈ L �
!����
"� ��	�� cj → ci  ci → ck � G(L)� %����
������# ��� L ���������� ��� ����� ����
" ���?�
 ci ∈ L
������� ���
����� 	���������� � �	� ������� �
�# ����!� �
L� %�������� ���?�

Ex(L) = {ci ∈ L| �
!����
�� ��	�� ci → cj , cj /∈ L} <>=

���������� ������� � L�

����������� >�A� 
�� .
��� ������� &�� ����������
���-����� L ⊂ V (G) ���� ��������� ��� ��� �� ���� ��/��� 
���� Ex(L) = ∅�

�
��# L ���������� @
��� ������# ��� D(L) ���# �	����#
�������� ��� L ���

D(L) = {cj| �"	�� �
�# �������!� ����� cj ������������ � L}. <A=

B� ���# ��� �"	��� �
� {. . . , cj , . . . , ck, . . . } �
!����
�� ���� k∗

����� ��� ���?�� ck k > k∗ ���������� L�
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%� ��������� ������� �������� �	������ ��������� 1���
������� ��������� ��� �"	��� ���������� L �� �����������



�	���� ���� ��� �	����# �������� D(L)� ���
������ ���������
���?� D(L) ��������� �����# �	����# �������� W s(Λ)
���������� Λ �� ������	���� M  ��� {⋃ M(i), i ∈ L} ��������
���������� ���������� Λ� C��	� ���
��# 	���� ������ �����

����������  ��� �	���� �������� �
��� ����# 	���� ������
�������� ���&���
 �� ����#�
�� �����
 ������	��� <��� )D E,=
����� M(i), ci ∈ D(L)�

- ������ �� ����� ����� ���� DG ������������
&����������� ���������� ���?�� ����� G��@
��� �	�������#
���?�� ����� DG ������� c′i ��� i = 1, . . . , |DG|� -��
������������ ���?�� ����� G  � ���� �� ����"��� ��
DG� B�� �� ���
���� ����� ��������� ���� DG� F ���� ���#
���#�� ���?�� ������� ����������
"� ������� &�����������
���������� ���?� ����� G  ������������ ���?�� G� $��
�"	��� ����� H �	������ ���� � �	������ ��������� ��	�� ���
H−1� - ��?� ���������� �� 	
��� ����#�����# ���� DG−1�

$�� �������� �	������ �������� �
��� ��	���#
��������� ��������� L� �
��# ��������� ζ ⊆ DG ��������
��� ���?�� c′k ������� ����������
"� ������� &�����������
���������� ���?� �� G �� &��� &� ������ �� ��"� ������
�� G <��� 
������� >=� �������������� ������� ���������
��	���# ���#�������" ������������ L ⊆ ζ� %�������� L ��������
����������� �� ����������� �	�����

$�� �������� �	���� �������� �
��� ������# ��� ?����
������� ������� �������� �����"" �����
 �	������  �����
���"" �����
� @
��� ������# ��� ���������

Du(L) = {c′i | �
!����
�� �
�# �������!� ����� c′i,
������������ � L},

���������� ������� ������� � ��� �� ���������

Dl(L) = {c′i |�"	�� �
�# �������!� ����� c′i ������������ � L}.
���������� ����� �������� B���� Du(L) ⊇ Dl(L)  L ��������
����#" Dl(L)� G�� ���# �
��#��� �������� L∗ � ���������
 L �����
L∗ ���� �������� ����#" Dl(L)�

$�� ��������� ������� ������ Du(L) �� ����#�
�� 	��� �
#��
 <1234567892:6 :342;7 ��� 3HI )>,=� 0������ ������� ����
�� ������ ���?�� c′k ∈ L  ������� �
� �� �	������ �����



DG−1� -�� �������� ���?�� ����"��� ������� ������� �	����
�������� Du(L)�

����� ��������� ������� ������ Du(L) ������� �����
�������# ���"" �����
 Dl(L)� (� ����#�
�� ����# 	��� �
#��
  ������� �
� �� DG−1� 9� ������ �� ������� ���� ��
������ ���?�� c′k /∈ Du(L)� C���� ��� ����������� ���� �	�����
���?�� �
!����
�� �
�# ������� �� ������������ � L� B���
�	����� �� ������� ���������

Dp(L) = {c′i | c′i ∈ V (DG) \ Dl(L)}. <6=

B���� ����� ������ �������� ���������� ���?�

Dl(L) = Du(L) \ Dp(L). <E=

G�� �� ����#�
�� �����
 ������	��� 
������� �������� ������������#����# ������ �����
Du(L0), Du(L1), Du(L2), . . . , Du(Ln)� J����� ����� ������	���
Ck+1 : �������� ���#�� ������� ������ Du(Lk)� (���������
������� ��
� � ��
�� �� ��

Du(L0) ⊃ Du(L1) ⊃ Du(L2) ⊃ · · · ⊃ Du(Ln)

0������ �������� ���"" �����
 �	���� �������� ���#��
��� ��������� ������� ������ Du(Ln)� �
��# Dl(Ln) : �����
������ �� ����������� �	���� ����� ���������

{⋃
M(i), ci ∈ Dl(Ln)

}
⊂ W s(Λ)

�������� ������� ���
 �	���� �������� W s(Λ) ���������� Λ�

� ������ �  ������
���

�
��# n ���� ���?� ����� Gk � ���� ����� ������� Ck ⊂ M  
n = |V (Gk)|� /������� ����
"!� ���
�#����

������ 6�7� 
� *�������% ���-����� ��% 	�������
�����&������ ����+� G  �����+�� ��+������/ ���#� ����
�����
 O(n · log(n))�



������ 6�>� *�������% ���-����� ��% 	�������%
����&������ ����� DG ���� �����
 O(n · log(n))�

������ 6�A� *�������% ���-����� �����+�� ���/��� 
�-��� ������ Du(L)  Dl(L) ���������� L ���� �����
 O(n)�

B��� �	����� ��������� ��������# ���������� ���� ������
� ����� ���?� ������� Ck ⊂ M �

�����	���	
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